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Ausdrücke für die Ableitungen des Trägheitsmomententensors Iaß nach den Symmetriekoordina-
ten eines Moleküls werden angegeben und diskutiert. 

In der Theorie der Zentrifugaldehnungskonstan-
ten raßYs eines Moleküls (a, ß, y und <5 stehen jeweils 
für x, y und z des molekülfesten Koordinatensystems) 
von KIVELSON und W I L S O N 1 ist es notwendig, die 
Ableitungen des Trägheitsmomententensors Iaß nach 
einem Satz von unabhängigen Symmetriekoordina-
ten St zu berechnen: 

/ S = O / Ä 0 , t = l , 2 , . . . , 3 A - 6 , (1) 
N 

hß = ~ 2 mi aißi> ,0\ 

ha= Imi(ßi2 + n2)-
i=1 

N Zahl der Atome des Moleküls, mt Masse des i-ten 
Atoms. 

Das molekülfeste Koordinatensystem soll dabei 
den Bedingungen von E C K A R T 2 (angegeben zum er-
sten Male von BORN und HEISENBERG 3 ) 

2m,<5a( = 0 , ^ 

2 mi (cti dßi - ßi dcii) = 0 , etc. 
i 

genügen, wenn das Molekül die kleinen Auslenkun-
gen dxj, öy i , dzi aus seiner Gleichgewichtslage er-
fahren hat und soll in der Gleichgewichtslage selbst 
durch das Hauptachsensystem gegeben sein (siehe 
dazu auch 4 ) . 

KIVELSON und W I L S O N 1 geben zur Berechnung der 
Ableitungen Jaß ein Verfahren an, welches darauf 
beruht, daß zunächst die „erlaubten", d. h. den Be-
dingungen (3) gehorchenden Auslenkungen öxi, 
öy i , dzi durch Hinzufügen geeigneter Translationen 
dea und Rotationen drjß und örjY in voneinander un-
abhängige Auslenkungen dx{, dy/, dz{ nach den 
Gleichungen 

da{ = doLi - dea + (<5rjy ßi - örjß y,-) 

1 D. KIVELSON u. E. B. WILSON JR., J. Chem. Phys. 2 1 , 1229 
[1953]. 

2 C. ECKAKT, Phys. Rev. 4 6 , 383 [1934]. 

überführt werden. Anschließend wird eine spezielle 
Auslenkung dx{, öy{, öz{ konstruiert, die nur je-
weils eine einzige innere Koordinate des Moleküls 
(Abstand zwischen zwei Atomen, Valenzwinkel usw.) 
verändert. Dieses Verfahren führt zu recht kompli-
zierten Formeln, in denen unterschieden werden 
muß zwischen solchen Atomen, die durch die spe-
zielle Auslenkung dx/, dy{, dz i ' ihre Lage ändern, 
und solchen, die in Ruhe bleiben. Dadurch wird für 
jede der inneren Koordinaten eine besondere geo-
metrische Betrachtung notwendig, die die Program-
mierung dieses Verfahrens für eine automatische 
Rechenmaschine außerordentlich erschwert. 

Man kann aber die gesuchten Ableitungen Ĵ ß ein-
facher in der Weise berechnen, daß man schreibt: 

dlaß_ _ _ y (dial dßi + 

3S t ~ l dßi dSt 3a» 3sJ (4) 

= - I m t (at + ß i g ^ j , 

und entsprechend 
3 laa 0 ^ {R dßi • 
dSt = 2 (ßi3st +7i 3 s t ) - ( 5 ) 

Die Ableitungen doij/dSt sind aber gleich den Trans-
formationskoeffizienten der Transformation 

X = A S . ( 6 ) 

Darin ist X=(Sx,by,bz) ein 3 A-dimensionaler 
Spaltenvektor der kartesischen Auslenkungen dxt, 
öy i , dzi, die zweckmäßigerweise in drei TV-dimen-
sionale Untervektoren Sy, 8 z zusammengefaßt 
werden. Entsprechend zerfällt auch die Matrix A in 
drei Untermatrizen Ax, A,J, Az, die zu den Zeilen 
der kartesischen Auslenkungen &X, 5 y , 52 gehören. 
S ist der Spaltenvektor der Symmetriekoordinaten 

3 M. BORN U. W . HEISENBERG, Ann. Phys. Leipzig 74 , 1 [ 1 9 2 4 ] . 
4 E. B . WILSON JR, J. C. DECIUS U. P . C . CROSS, Molecular Vi-

brations, McGraw-Hill, New York 1955. 
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Nadi CRAWFORD und FLETCHER 5 gilt 

A' = M-1 BU Gs1 =M_1 A . ( 7 ) 

Hierin ist M eine Diagonalmatrix, die die Massen 
der Atome des Moleküls in der Reihenfolge enthält, 
die der Spaltenvektor X vorschreibt, B ist die Ma-
trix der Transformation R = B X von kartesischen 
Koordinaten X nach den inneren Koordinaten R 
des Moleküls, wobei B im Hauptachsensystem be-
rechnet werden muß. Die Untermatrizen der Matrix 
B, die zu den kartesischen Auslenkungen 8x, Sy, 
8Z gehören, sollen entsprechend Bx, By, Bz heißen. 
U ist die orthogonale Matrix der Transformation 
S = U R von inneren Koordinaten R nach den Sym-
metriekoordinaten S. Gs ist schließlich die Matrix 
der kinematischen Koeffizienten des Moleküls in 
Symmetriekoordinaten, siehe 4. 

Wegen des Konstruktionsgesetzes der Matrix B, 
siehe 6, erfüllt die Transformation (6) mit A' aus 
( 7 ) die Bedingungen ( 3 ) von E C K A R T 2 . S O ist z .B. : 

2 M-I DDI = 2 TTI-I AU ST 
i = 1 i, t 

2 W>T(UG7X)T-TST = 0 
i, t, r 

wegen 2 Bt'i = 0 

Aus diesem Grunde war es nicht notwendig, in den 
Formeln (4) und (5 ) , wie bei KIVELSON und W I L -

SON, zunächst zu den unabhängigen Variablen öx ', 
dy{, <3z{ überzugehen und erst dann abzuleiten. 

Mit Gl. (6) kann man die gesuchten Ableitun-
gen endgültig anschreiben 

W = - 2 ( M f i + M S ) , (8) est i = 1 

= 2 _F (ßtJ&+ytA&). (9) 

Im Falle von abhängigen Symmetriekoordinaten 
müssen sinngemäß vor der Bildung der Matrix A 
diejenigen Zeilen und Spalten der Matrix Gs und 
darüber hinaus diejenigen Zeilen der Matrix ( U B ) 
weggelassen werden, die zu den abhängigen Sym-
metriekoordinaten gehören. 

Die Gin. (8) und (9) lassen sich somit einfach 
und einheitlich programmieren. Sie liefern die Ab-
leitungen direkt nach den Symmetriekoordinaten S 
ohne den Umweg über die inneren Koordinaten R 

des Moleküls. Es bleibt zu bemerken, daß es bei 
dem hier vorgeschlagenen Verfahren nicht notwen-
dig ist, eine Matrix vom Grade 3 A zu invertieren, 
wie KIVELSON und WILSON 1 annehmen. Vielmehr 
muß man bei vollkommen unsymmetrischen Molekü-
len eine Matrix Gs vom Grade 3 N — 6 umkehren, 
während bei symmetrischen Molekülen, wegen der 
quasidiagonalen Gestalt von G s , nur Matrizen von 
noch geringerem Grad zu invertieren sind. 

Beispiel 

Für ein gewinkeltes XY2-Molekül der Symmetrie 
C-2v ist z. B. nicht eine Matrix 9-ten Grades umzu-
kehren, sondern lediglich eine 2-ten Grades. Legt 
man das Koordinatensystem wie in Abb. 1, so er-
geben sich mit 

5 1 = (1/1/2) (<5r1 + c5r2), 
52 = 2 r0 60 , 
Si={\IV2)(drx-ört) 

Y R 

Abb. 1. Koordinatensystem. 

für die gesuchten Ableitungen folgende Formeln 

S / ^ / S S j = 2 j /2 mx my r0 cos2 0/M , 
dIxx/dS2 = — 2 r0 sin 0 cos 0 mx my/M, 
dlyJdS1=2 ]/2 r0 my sin2 0 , 
3 / w / 3 5 2 = 2 r0 sin 0 cos 0 my , (10) 

r0 sin 0 cos 0 my) 
(1+2 my mx 1 sin2 0) 

M = 2 my + mx . 

Vergleicht man diese Formeln mit denen von K I V E L -

SON und W I L S O N 1 , SO ergibt sich, daß bei KIVELSON 

und W I L S O N die Indizes x und z irrtümlicherweise 
vertauscht sind. 

Zur Kontrolle der Gin. (10) kann folgendes ein-
faches Verfahren verwendet werden: Führt das Mo-
lekül eine totalsymmetrische Schwingungsbewegung 
aus, so bleiben die Hauptträgheitsachsen in Ruhe, 
d. h. die molekülfesten Achsen, die die Bedingungen 

5 B . L . C R A W F O R D u. W . H . F L E T C H E R , J . Chem. Phys. 19, 1 4 1 

[ 1 9 5 1 ] . 

6 R . J . M A L H I O T u. S. M . F E R I G L E , J . Chem. Phys. 2 2 , 7 1 7 

[ 1 9 5 4 ] , 



von E C K A R T erfüllen, sind in diesem Falle stets iden-
tisch mit den Hauptachsen. Schreibt man nun die 
Hauptträgheitsmomente Iaa in Abhängigkeit von den 
inneren Koordinaten der Gleichgewichtskonfiguration 
des Moleküls an, so bleiben diese Formeln auch 
während der totalsymmetrischen Bewegung gültig. 
Es ist daher möglich, diese Formeln unmittelbar 
nach den totalsymmetrischen Koordinaten abzuleiten. 

Für XY2-Moleküle gilt z . B . : 

Ixx = 2 mx my r02 cos2 0/M, lyy = 2 my r02 sin2 0. 

Will man nach Sj ableiten, so ist S2 = S3 = 0 zu set-
zen, woraus = ] /2 dr (dr = dr1 = dr2) folgt. Also 
ist 

dlxx/dSt= (1/1/2) dlxx/dr 
= 2 1/2 mj. my r0 cos2 0/M, 

dlJdS^d/Vß dljdr 
= 2 l /2 my r0 sin2 0 usw. 

Mit den Formeln (10) können nun die Zentrifu-
galdehnungskonstanten raßYÖ der Theorie von K I V E L -

7 T . OKA U. Y. MORINO, J . Mol. Spectry. 8, 3 0 0 [ 1 9 6 2 ] . 
* Anm. b. d. Korr.: Nach Einsendung des Manuskripts erfuh-

ren wir, daß die Gin. ( 8 ) und ( 9 ) auch von P . PULAY U. W. 

SON und W I L S O N 1 berechnet werden. Es ergibt sich: 

^XXXX = 

- (Fn1 - 1/2"tg 0 Ff2l + £tg2 0 F^)/Ilxri 

t yyyy = 

- (Fn1 + V2 ctg 0 F fs1 + £ctg2 0 F^) /I°h ri usw. 
Vergleicht man diese Formeln mit denen von OKA 
und M O R I N O 7, und berüdksichtigt, daß diese Autoren 
die 6-Achse in die zweizählige Drehachse des Mole-
küls legen (dies folgt aus den Formeln für die 
Hauptträgheitsmomente Ia a und / ^ auf Seite 310 
in " ) , so daß die Korrelation x <—> a, y < • > 6 
mit dem hier verwendeten Koordinatensystem vor-
liegt, so ergibt sich, daß die Formeln für ra a a a und 
Tbbbb bei O K A und M O R I N O fehlerhaft sind: Die ecki-
gen Klammern dieser zwei Formeln müssen ver-
tauscht werden*. 

Herrn Prof. Dr. J. BRANDMÜLLER danken wir für sein 
fnteresse an dieser Arbeit. Der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft wird für die Hilfe gedankt, die sie dem 
einen von uns ( K L A U S S ) über Herrn Prof. J. B R A N D -
MÜLLER hat zukommen lassen. 

SAWODNY, J. Mol. Spectr. 26, 1 5 0 [ 1 9 6 8 ] , sowie von S . J. 
CYVIN U. G. HAGEN, Chem. Phys. Lett. 1 , 6 4 5 [ 1 9 6 8 ] , vor 
kurzem angegeben worden sind. 

Einfache Formeln zur Abschätzung von Coriolis-Kopplungskonstanten 
Zur Massenabhängigkeit von £ -Werten 

R . K E B A B C I O G L U u n d A . M Ü L L E R 

Anorganisch-Chemisches Institut der Universität Göttingen 
(Z. Naturforsch. 23 a, 1310—1312 [1968] ; eingegangen am 1. Juni 1968) 

Es werden einfache Formeln zur Berechnung von Coriolis-Kopplungskonstanten £ für Moleküle 
des Typs XYm abgeleitet, mit deren Hilfe man die Massenabhängigkeit von Werten verstehen 
und für zahlreiche Moleküle, für die Masse (X)>Masse (Y) gilt, ^-Konstanten abschätzen kann. 
Die theoretisch berechneten Werte werden mit experimentell bestimmten verglichen. 

Coriolis-Kopplungskonstanten sind in der Mole-
külspektroskopie von großer Bedeutung 1 _ 4 . Werte 
lassen sich entweder experimentell aus IR-Banden-
konturen und aus der Rotationsfeinstruktur des 
Schwingungsspektrums bestimmen oder nach der 
Theorie von M E A L und P O L O 5 aus den Gleichungen 

^ = C L - 1 ' (1) 

oder E - ^ = L " 1 ( G - C ) L " 1 ' (2) 

berechnen. 

1 G. HERZBERG, Molecular Spectra and Molecular Structure 
II, Van Nostrand, New York 1945. 

2 S. J. CYVIN, Molecular Vibrations and Mean Square Ampli-
tudes, Universitets forlaget, Oslo [ 1 9 6 8 ] . 

Von M Ü L L E R 3 war gezeigt worden, daß sich für den 
Fall n = 2, bei dem eine Valenzschwingung und eine 
Deformationsschwingung bei Molekülen des Typs 
X Y m in einer irreduziblen Darstellung gekoppelt 
sind, Kraftkonstanten [falls Masse (X ) >Masse ( Y ) ] 
und mittlere Schwingungsamplituden mit großer 
Genauigkeit berechnen lassen, wenn man in der 
Eigenvektormatrix L 2 ' 3 L12 = 0 setzt. Es wurden 
dann von uns explizite sehr einfache Formeln für 
die F- und X-Matrixelemente angegeben 6 und eben-

3 A . MÜLLER, Z . phys. Chem. 238 ( 1 / 2 ) [ 1 9 6 8 ] (im Druck). 
4 A . MÜLLER U. B. KREBS, Mol. Phys. 1 2 , 5 1 7 [ 1 9 6 7 ] , 
5 J . H . MEAL U. S. R . POLO, J . Chem. Phys. 2 4 , 1 1 1 9 [ 1 9 5 6 ] . 
6 C.J. PEACOCK U. A.MÜLLER, J. Mol. Spectroscopy (im Druck). 


